
Real Analysis by Stein & Shakarchiに関するメモ

R = [a1, b1]× · · · × [an, bn]とする．

a1 = x1,1 < x1,2 < · · · < x1,k(1) = b1,

a2 = x2,1 < x2,2 < · · · < x2,k(2) = b1,

...

an = xn,1 < xn,2 < · · · < xn,k(n) = b1

とする．

Λ = {α = (α1, ..., αn) ∈ Nn | 1 ≤ αi < k(i)}

と定める．

R(α) = [x1,α1 , x1,α1+1]× · · · × [xn,αn , xn,αn+1]

とおく．

定理１.

|R| =
∑

α∈Λ

|R(α)|

が成り立つ．ただし，|Q|は直方体 Qの体積を表す．

証明 次のように計算する．

|R| = (b1 − a1)× · · · × (bn − an)

= (x1,k(1) − x1,1)× (b2 − a2)× · · · × (bn − an)

=
k(1)−1∑
α1=1

(x1,α1+1 − x1,α1)× (b2 − a2)× · · · × (bn − an)

=
k(1)−1∑
α1=1

k(2)−1∑
α2=1

(x1,α1+1 − x1,α1)(x2,α2+1 − x2,α2)× (b3 − a3)× · · · × (bn − an)

...

=
k(1)−1∑
α1=1

· · ·
k(n)−1∑
αn=1

|R(α)| =
∑

α∈Λ

|R(α)|. ¤
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定理 2. Rは上記の直方体とし，直方体 R1, ..., Rl はつぎを満たす．

R =
l⋃

j=1

Rj

このとき，

|R| ≤
l∑

j=1

|Rj |

が成り立つ．

証明 つぎの記号を導入する．

Rj =: [a1,j , b1,j ]× · · · × [an,j , bn,j ],

Ti := {ai,1, bi,1, ai,2, bi,2, ..., ai,l, bi,l}
Ti =: {xi,1, xi,2, ..., xi,k(i)}

(ただし，xi,1 < xi,2 < · · · < xi,k(i)),

Λ := {α = (α1, ..., αn) ∈ Nn | 1 ≤ αi < k(i)},
R(α) := [x1,α1 , x1,α1+1]× · · · × [xn,αn , xn,αn+1],

Λj := {α ∈ Λ | R(α) ⊂ Rj}.

xi,1 = ai, xi,k(i) = biが成り立つことを示す．Ti ⊂ [ai, bi]だから，ai ≤ xi,1, xi,n ≤ bi

が分かる．一方，xi,1 = min Ti なので，

x ∈
l⋃

j=1

Rj =⇒ xi ≥ xi,1 (i = 1, 2, ..., n).

したがって，

R =
l⋃

j=1

Rj

より，

x ∈ R =⇒ xi ≥ xi,1 (i = 1, 2, ..., n).

特に，ai ≥ xi,1 (i = 1, 2, ..., l). 同様に，xi,k(i) = maxTi なので，

x ∈ R =⇒ xi ≤ xi,k(i) (i = 1, 2, ..., n).
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よって，bi ≤ xi,k(i) (i = 1, 2, ..., n). 以上より，ai = xi,1, bi = xi,k(i) (i = 1, 2, ..., n) が

分かった．こうして，

ai = xi,1 < xi,2 < · · · < xi,k(i) = bi (i = 1, 2, ..., n)

が分かったので，定理１より，

(1) |R| =
∑

α∈Λ

|R(α)|.

つぎに，

α(i, j) = min{αi | α ∈ Λj}, β(i, j) = max{αi | α ∈ Λj}

とおき，ai,j = xi,α(i,j), bi,j = xi,β(i,j)+1を示す．i, j を固定する．α ∈ Λj は αi = α(i, j)

を満たすものとする．

(x1,α1 , ..., xn,αn) ∈ Rj

なので，xi,α(i,j) ≥ ai,jが分かる．同様に，xi,β(i,j)+1 ≤ bi,jが分かる．こんどは，α, β ∈ Λ

を

(a1,j , a2,j , ..., an,j) = (x1,α1 , x2,α2 , ..., xn,αn)

(b1,j , b2,j , ..., bn,j) = (x1,β1+1, x2,β2+1, ..., xn,βn+1)

となる様に取る．このとき，

R(α) ⊂ Rj , R(β) ⊂ Rj

が成り立ち，したがって，α, β ∈ Λj が分かる．よって，

α(i, j) ≤ αi, βi ≤ β(i, j).

すなわち，

xi,α(i,j) ≤ xi,αi = ai,j , bi,j = xi,βi+1 ≤ xi,β(i,j)+1

以上より，

xi,α(i,j) = ai,j , xi,β(i,j)+1 = bi,j (i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., l).
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これより，

ai,j = xi,α(i,j) < xi,α(i,j)+1 < · · · < xi,β(i,j)+1 = bi,j

となり，定理１より，

(2) |Rj | =
∑

α∈Λj

|R(α)|

が成り立つ．

今度は，

(3) Λ ⊂
l⋃

j=1

Λj

を示す． α ∈ Λとする．x ∈ ◦
R (α)を取る．xi,αi < xi < xi,αi+1 (i = 1, 2, ..., n)が成り

立つ．

R =
l⋃

j=1

Rj

なので，ある j に対して，

x ∈ Rj

となる．このとき，ai,j ≤ xi,αi < xi < xi,αi+1 ≤ bi,j となり，特に，R(α) ⊂ Rj が分か

る．従って，α ∈ Λj となる．よって，(3)が示された．

以上をまとめると，

|R| =
∑

α∈Λ

|R(α)| ≤
l∑

j=1

∑

α∈Λj

|R(α)| =
l∑

j=1

|Rj |. ¤

定理３. Rは前と同様とし，Rj (j = 1, 2, ..., l)も直方体とする．

Rj ⊂ R (j = 1, 2, ..., l),
◦

R j ∩
◦

Rk = ∅ (j 6= k)

が成り立つとする．このとき，

|R| ≥
l∑

j=1

|Rj |
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が成り立つ．

証明 前と同様に，つぎの記号を導入する．

Rj =: [a1,j , b1,j ]× · · · × [an,j , bn,j ],

Ti := {ai, bi, ai,1, bi,1, ai,2, bi,2, ..., ai,l, bi,l}
Ti =: {xi,1, xi,2, ..., xi,k(i)}

(ただし，xi,1 < xi,2 < · · · < xi,k(i)),

Λ := {α = (α1, ..., αn) ∈ Nn | 1 ≤ αi < k(i)},
R(α) := [x1,α1 , x1,α1+1]× · · · × [xn,αn , xn,αn+1],

Λj := {α ∈ Λ | R(α) ⊂ Rj}.

Rj ⊂ Rより，ai = min Ti, bi = max Tiが分かる．したがって，xi,1 = ai, xi,k(i) = bi

が成り立つ．定理１より，

(1) |R| =
∑

α∈Λ

|R(α)|.

Λj ⊂ Λ (j = 1, 2, ..., l)は明らかである．すなわち，

(2)
l⋃

j=1

Λj ⊂ Λ.

j 6= kとして，Λj ∩ Λk = ∅を示す．そこで，α ∈ Λj ∩ Λk とする．x ∈ ◦
R (α)を固定

する．このとき，R(α) ⊂ Rj ∩Rk であるので，

x ∈ ◦
R j ∩

◦
Rk

となる．これは矛盾である．したがって，

(3) Λj ∩ Λk = ∅ (j 6= k)

である．

つぎに，前の定理の証明 (一部)の繰り返しであるが，

α(i, j) = min{αi | α ∈ Λj}, β(i, j) = max{αi | Λj}
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とおき，ai,j = xi,α(i,j), bi,j = xi,β(i,j)+1を示す．i, j を固定する．α ∈ Λj は αi = α(i, j)

を満たすものとする．

(x1,α1 , ..., xn,αn
) ∈ Rj

なので，xi,α(i,j) ≥ ai,jが分かる．同様に，xi,β(i,j)+1 ≤ bi,jが分かる．こんどは，α, β ∈ Λ

を

(a1,j , a2,j , ..., an,j) = (x1,α1 , x2,α2 , ..., xn,αn
)

(b1,j , b2,j , ..., bn,j) = (x1,β1+1, x2,β2+1, ..., xn,βn+1)

となる様に取る．このとき，

R(α) ⊂ Rj , R(β) ⊂ Rj

が成り立ち，したがって，α, β ∈ Λj が分かる．よって，

α(i, j) ≤ αi, βi ≤ β(i, j).

すなわち，

xi,α(i,j) ≤ xi,αi = ai,j , bi,j = xi,βi+1 ≤ xi,β(i,j)+1

以上より，

xi,α(i,j) = ai,j , xi,β(i,j)+1 = bi,j (i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., l).

これより，

ai,j = xi,α(i,j) < xi,α(i,j)+1 < · · · < xi,β(i,j)+1 = bi,j

となり，定理１より，

(4) |Rj | =
∑

α∈Λj

|R(α)|

が成り立つ．

(1), (2), (3), (4)を組み合わせて，

|R| =
∑

α∈Λ

|R(α)| ≥
l∑

j=1

∑

α∈Λj

|R(α)| =
l∑

j=1

|Rj |. ¤
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系１. R, Rj (j = 1, 2, ..., l)は直方体で次を満たすとする．

R =
l⋃

j=1

Rj ,
◦

R j ∩
◦

Rk (j 6= k).

このとき，

|R| =
l∑

j=1

|Rj |

が成り立つ．

証明 定理２と定理３を合わせる． ¤

系２. R, Rj (j = 1, 2, ..., l)は直方体とする．

R ⊂
l⋃

j=1

Rj

が成り立つとする．このとき，

|R| ≤
l∑

j=1

|Rj |

が成立する．

証明 Qj = R ∩Rj とおく．Qj は直方体である．定理３より，

(1) |Qj | ≤ |Rj |

が分かる．また，

R =
l⋃

j=1

Qj

も分かる．定理２より，

(2) |R| ≤
l∑

j=1

|Qj |.

(1), (2)より，

|R| ≤
l∑

j=1

|Rj |. ¤
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