
C = {y ∈ R2 : y ∈ F ∩ (F ∗)c, x+ y ∈ F ∗ ∩ F c}
D = (F ∩ (F ∗)c + x) ∩ (F ∗ ∩ F c)

とおく．つぎに注意する：

y ∈ C ⇐⇒ x+ y ∈ D

これより，

L2(C) = L2(D).
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s軸をベクトル xに平行にとり，t軸を xに直交するようにとる．lc = {(s, c) : s ∈ R}とす
る．すなわち，lcは s軸に平行な直線で t切片を cとするものである．e1はベクトル xに平
行な（従って，s軸に平行な）単位ベクトルとする．
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Steiner symmetrizationの定義により，

L1(F ∗e1 ∩ lc) = L1(F ∩ lc) ∀c ∈ R

が成り立つ．
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さらに，F ∗e1 ∩ lcは t軸に対称な線分であり，F ∗ ∩ lcも t軸に対称な線分であるから，つぎ
が成り立つ．

L1(F ∗ ∩ F ∗e1 ∩ lc) = min{L1(F ∩ lc), L1(F ∗ ∩ lc)} ∀c ∈ R.
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上の図を参考にして，

L1
(
(F ∩ F ∗ ∩ lc) ∪ (D ∩ lc)

) ≤ min{F ∩ lc), L1(F ∗ ∩ lc)} ∀c ∈ R.
F ∩D = ∅なので，

L1
(
(F ∩ F ∗ ∩ lc) ∪ (D ∩ lc)

)
= L1(F ∩ F ∗ ∩ lc) + L1(D ∩ lc).

以上より，
L1(F ∩ F ∗e1 ∩ lc) ≥ L1(F ∩ F ∗ ∩ lc) + L1(D ∩ lc).

これと Fubiniの定理より，

L2(F ∗ ∩ F ∗e1) =

∫

R2

χF ∗∩F ∗e1 (s, t) ds dt

=

∫

R
L1(F ∗ ∩ F ∗e1 ∩ lt) dt

≥
∫

R

(L1(F ∩ F ∗ ∩ lt) + L1(D ∩ lt)
)

dt

=

∫

R
L1(F ∩ F ∗ ∩ lt) dt+

∫

R
L1(D ∩ lt) dt

=

∫

R2

χF∩F ∗(s, t) ds dt+

∫

R2

χD(s, t) ds dt

= L2(F ∩ F ∗) + L2(D) = L2(F ∩ F ∗) + L2(C).

ここで，

L2(F ∗ ∩ F ∗e1) =

∫
χF ∗e1χF ∗ dy,

L2(F ∩ F ∗) =

∫
χFχF ∗ dy = P,

L2(C) =

∫
χF∩(F ∗)c(y)χF ∗∩F c(x+ y) dy =

∫
χF∩(F ∗)c(−y)χF ∗∩F c(x− y) dy

=

∫
A(x− y)B(−y) dy = C(x)
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に注意する．よって， ∫
χF ∗e1χF ∗ dy = P + C(x).


